[a 


中学 生 数 学 课外 村 和 
数 学 归 和 精 湛 


华 罗 广 


上 上 海 匆 育 出 版 社 


一 元 太 网 年" 上海 


中 学 生 区 学 噪 外 向 物 
数 堂 归 灯 渤 
.华罗庚 


由 


上 海 致 育 遇 版 胜出 版 
《上 准 来 林 踏 123 量 ) 
上 活 市 书 列 出 杀 业 北 业 验 可 厦 册 090 县 


上 次 市 印 厦 蕊 厂 印 聘 
新 华 书店 上 海 发 行 所 发 行 。 省 地 新 华 书 店 谢 售 
下 


开本 :IJ87X1092 1132 向 强 ;1 718 .等 烧 :39J000 
区 好 年 二 月 第 二 县 1964 年 5 月 英 3 次 印刷 
印 郝 : 4800{ 一 145000 本 “ 


= 赫 一 省 器; 7150 。 1457 
定 从: {七 ) 0.15 学 


sae 


i 


一 下 


i 


六 办 说 表 

数学 , 在 中 学 里 是 一 门 基本 工具 学 科 , 通过 这 一 学 科 的 数 
学 , 必须 使 中 学 生 掌握 数学 这 个 工具 , 为 他 们 参加 生产 劳动 和 
进一步 学 习 打 下 扎实 的 基础 、 为 了 使 中 学 生 学 好 数学 , 除了 
必须 用 最 大 的 努力 提高 激 学 质量 以 外 , 还 需要 各 方面 的 配合 ， 
我 们 燃 恰 这 套 “ 中 学 生 数 学 午 外 读物 ”, 目的 就 在 于 配合 数学 ， 
”使 中 学 生 氏 好 地 掌握 基础 知识 , 进一步 提高 基本 技能 , 同时 扩 
大 他 们 的 乃 田 , 说 养 他 们 计数 学 的 爱好 ; 以 帮 助 他 们 适应 参加 
生产 劳动 和 进一步 学 如 的 需要 . 

这 套 读物 的 内 容 主 要 包括 下 列 两 个 方面 :一 、 款 中 学 数学 
旬 程 中 的 一 些 辣 题 ， 介 阁 为 深 逃 理解 这 些 间 题 所 需要 的 菇 础 
知 战 , 并 提供 一 些 必 要 的 习题 , 以 加 强 些 本 诅 续 和 提高 运用 知 
藏 解决 实际 间 题 的 能 力 ; 二 ,就 一 些 与 中 举 数学 有 关 的 上 专题， 
介绍 数学 方法 , 还 辑 知识 ， 数学 某 此 入 坟 的 概 吏 数学 史 方面 - 

的 知 禹 , 等 等 . 

这 塞 读物 的 栅 写 还 是 一 种 新 的 类 吏 ， 无 只 在 选 是 ,要求 、 
内 容 、 体 裁 等 方面 是 否 衣 适 合 中 学 生 的 需要 , 希 课 数 肖 工作 者 
和 钥 者 对 我 们 提出 宝贵 的 意见 ， 同 时 还 希望 数学 工作 者 为 中 
学 生 写 出 更 多 更 好 的 数学 剖 外 读物， 帮助 我 们 做 好 这 窑 沪 鞠 
的 者 辑 工 作 ， 


中学生 煞 学 痢 外 读物 坊 审 禾 员 会 ， 
1963 年 8 月 
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两 条 秀一 不 可 


可 等 兰 恒 络 式 a #40 
不 符 式 方面 的 例题 ……: a a 
几何 方面 的 贫 题 a a 50 


和 


一 “号 在 前 面 


高 中 代 激 数 科 书 里 ， 诉 过 数学 归 才 法 ， 也 有 不 消 的 数学 
参考 书 讲 到 数学 的 委 法 、 但 是 ， 我 为 什么 迹 要 写 这 本 小 册子 


” 妮 ? 


首先 , 当然 是 由 于 这 个 方法 的 重要 ， 学 好 了 、 学 得 了 , 对 
进一步 学 好 高 等 数学 有 帮助 , 莽 至 对 认 品 数学 的 性 质 , 也 会 有 
记 神 签 .但 更 主要 的 , 我 益 觉 得 有 些 和 看 法 .有些 材料 ， 值 得 补 
这 .而 这 些 省 渤 和 材料 |， 在 我 学 懂 数 学 归 禾 法 的 过 程 中 ， 全 多 

起 过 一 定 的 作用 . 

这 里 ,我 先 提 冉 其 中 的 一 点 ， 

我 在 中 学 阶段 学 习 数 学 归 东 法 这 部 委 数 村 的 时 候 ， 总 认 
为 学 会 了 

1 对; 假 识 % 对 , 那 末 % 二 1 鹿 对 ” 
的 证 明 方 法 就 满足 了 、 后 来 , 却 僵 想 谷 觉 得 不 满足 , 总 威 到 还 
着 了 此 什么 . 
铀 象 地 莓 恺 怕 屿 不 清楚 , 还 是 举 个 例子 求 娩 明 吧 . 
例如 ， 求 还 


2 
1a 于 9 十 38 十 ……. 十 如 一 | 二 ao+DD . .CD 


这 个 问题 当时 我 会 做 ， 证 法 却 下 ;: 
证 明 ， 当 =1 的 时 候 ，(10) 式 左右 两 边 痢 等 于 1; 所 以 ， 


当 =1 的 时 候 ; CD 式 成 立 . 


me 


假 钥 当 % = 的 时 候 (1) 式 成 立 ,就 是 
1 十 2 十 39 十 …… 十 后 =| 8C8+1D) | (2) 


性 末 , 因为 ， 
18 二 28 七 83 十 …… 十 各 十 (下 于 1 


= [ACE D] 十 (8+ 1)° 
-| 去 +D] Erk+1D] “ 
= | 言 G 二 D] [天 十 史 ]? 

- =|[ 去 (e+ Du+9， 


斯 以 , 当 = 上 十 1 的 时 候 , (1) 式 也 成 六 
因 挝 ,对 于 所 有 的 自然 数 4 (0D 式 都 成 立 .〈 还 毕 ) 
-上 画 的 征明 步 联 大 不 是 完整 了 呢 当然 ， 是 完整 了 ， 老 
频频 当 不 加 挑剔 地 和 完全 认可 了 . ' 
但 是 ,我 后 来 仔 竹 想起 , 基 契 到 有 些 不 满足 . 央 题 不 是 由 
于 征明 鳍 了 , 而 是 对 上 面 这 个 恒等式 (1) 是 怎样 得 来 的 也 就 
是 对 前 人 怎样 发 现 这 个 恒 千 式 ， 产 生 了 疑 半 .难道 过 是 从 天 
上 控 下 末 的 吗 ? 当然 不 是 ! 兹 有 “天才 ” 的 人 ， 直观 地 看 出 来 
的 咀 ? 出 不 全 多 
深信 区 之 前 您 样 披 轩 人 公式 来 ; 地 和 省 要 点 在 于 癌 外 , 而 
我 们 以 前 所 学 到 的 仅仅 是 其 中 比较 容易 的 一 个 方面 而 已. 
我 这 样 噬 , 梢 不 要 跟 学 校 蜂 邓 网 学 们 的 要 求 温 疝 起 来 , 作 
为 中 学 数学 数 科 书 ,要求 同学 们 学 会 数学 归 灿 法 的 运用 ， 就 可 


一 一 


以 了 ， 而 这 本 书 蚌 中 学 生 的 数学 课外 襄 牧 ， 不 是 激 科 书 ， 要 求 
也 就 不 同 了 ， 
话 虽 如 此 , 一切 我 们 还 是 从 关 讲 起 . 


二 ” 妇 纳 法 的 本 原 


上 先 从 少数 的 事例 中 摸索 出 规律 来 ， 再 从 理 葵 上 来 证 朋 这 
一 规律 的 一 般 性 , 这 是 人 人们 让 训 客观 法 剧 的 方法 之 一 . 

以 识 数 为 例 . 小 孩子 稚 数 , 先 学 会 数 一 个 .两 个 .三 个 ;过 
些 时 候 ， 能 够 数 到 十 了 ; 又 过 些 了 时候, 会 获 到 二 十 .三 十 
一 百 了 . 但 后 来 , 却 决 不 是 这 样 一 段 一 段 地 增长 ; 而 是 飞 睹 部 


- 进 - 到 了 贡 一 -个 时 性 ， 他 领悟 了 ， 他 会 说: “我 什么 数 神 会 数 


村 ”， 这 一 飞跃 , 最 从 有 限 跃 到 了 无 穷 ! 怎样 会 的 ? 首先 ,他 
知道 从 头 数 ; 其 次 , 他 知道 一 个 一 个 挡 次 序 地 数 , 而 且 不 想 数 


了 一 个 以后 ， 下 一 个 不 会 数 ， 也 就 是 他 售 悟 了 下 一 个 数 的 胡 . 


达 方 式 , 可 有 应 由 上 一 个 数 来 决定 , 于 是 ,他 也 就 会 数 任何 一 个 


, 溉 了 ， 


识 想 一 下 ， 如 果 这 个 飞 耻 现 银 不 出 现 , 那 末 人 们 一 上 将 子 就 


”只 能 学 数 数 了 ， 而 县 人生 有 限 , 数 日 无 移 , 就 是 学 了 一 奉 邓 


世 决 不 会 学 撤 陀 ! 

解释 这 个 飞跃 现象 的 原理 ， 正 就 是 数学 归 灿 法 . 数学 归 
粹 法 大 大 地 帮助 我 们 认 蕉 客观 事物 ， 由 简 到 繁 ， 由 有 起 到 无 
姿 . 

从 一 个 黎 于 里 摸 出 来 的 第 一 个 是 并 玻 瑰 球 ,第 二 个 是 和 狂 
琉璃 球 . 基 孚 第 三 个 .第 四 个 .第 五 个 都 基 首 玻 瑞 球 的 时 候 , 我 


俩 立 列 会 出 现 一 种 儿 想 ; “是 不 是 这 个 得 里 的 东西 全 部 者 是 并 
、 芒 现 球 1” 但 是 , 当 我 们 有 一 灾 摸 出 一 个 白 玻璃 球 的 时 候 , 这 个 
猪 想 尖 败 了 ; 这 时 ,我们 会 日 现 另 一 个 猪 想 : “是 不 是 发 里 的 东 
西 , 全 部 都 是 履 璃 球 ?但 是 , 当 有 一 次 摸 出 来 的 是 一 个 木 球 的 
时 做 , 这 个 猜想 又 失败 了 ; 那 时 我 们 会 由 更 第 三 个 猜想 :“ 是 不 
是 答 里 的 东西 都 是 球 ?” 这 个 猜想 对 不 对 ， 还 必须 继 粮 加 以 榨 
参 , 要 把 盘 里 的 东西 全 部 提出 来 , 地 能 见 个 牙 虹 . 
和 袋子 里 的 东西 是 有 限 的 , 迟早 总 可 以 把 它 摸 完 , 由 此 可 以 
得 出 一 个 肯定 的 铬 论 .但 是 ， 当 东西 昨 无 穷 的 时 候 ， 那 怎么 
办 ? - 
部 果 我 们 有 这 样 的 一 个 保证 :“ 当 你 这 一 次 措 出 生息 璃 球 
的 时 候 , 下 一 次 找 出 的 东西 , 也 一 定 是 并 玻 现 球 ”, 那 末 . 在 这 
样 的 保证 之 下 ， 就 不 必 费 力 去 一 个 一 个 地 摸 了 ， 只 要 第 一 家 
摸 出 来 的 歼 实 是 未 玻 哆 球 ， 就 可 以 不 再 检查 地 作出 正确 的 车 
论 : “人 里 的 东西 , 低 部 是 交 玻 现 球 ”，, | 
这 就 是 数学 轨 业 法 的 引子 ,我们 采用 形式 上 的 讲法 ， 也 
有 一 批 克 了 和 号码 的 数学 命题 ; 我 们 能 甸 证 明 第 1 号 命题 
是 正确 的 ; 如 果 我 们 能 够 证 明 在 第 上 号 命题 正确 的 时 候 ， 第 
+1 号 命 利 也 是 正确 的 , 那 末 , 这 一 - 批 命题 就 全 部 正确 ， 
在 上 一 节 里 举 过 的 例子 ; 


13 填 29 十 9 十 十 摧 二 [#6 D]. (1) 
当 刀 = 工 的 时 从 ,这 个 等 式 就 成 为 
=| 坪 必 G+D] . 


的 


”这 是 第 1 号 命题 (这 个 命题 可 以 通过 险 证 ， 证 突 它 是 成 立 
的 . ) 
当 # 一 大 的 时 候 , 这 个 合式 成 为 


13 叶 248 填 33 十 rr 十 如 二 [二 +] ， 《2 


这 是 第 记号 命题 ， (这 个 命题 是 假设 能 名 成 立 的 . ) 
而 下 一 步 就 是 要 在 第 点 号 命 厦 成 立 的 前 所 下 ,征明 第 _ 
记 十 1 号 命题 


. 四 
13+ 23+ 38+ 十 如 十 (十 Da 一 | 二 (十 IDG 二 2 | 


也 威 联 ， 所 以 这 个 证 法 就 是 上 面 所 副 的 这 一 原则 的 体现 ， 
再 看 下 面 的 一 个 例子 . 
例 求证: 


二 1 -给 
1x3 + 3x8 1 tA) N+" (3) 


第 工学 命题 是 ， 当 #= 工 的 时 候 , 上 面 这 个 等 式 成 为 
] 1 1 > 


.1x2 1+1° 
这 显然 是 成 立 的 ， 
现在 假设 第 大 学 命题 是 正确 的 , 就 是 假说 


- 1 
T+ got tT A 1? 
那 未 , 第 + 1 导 命 是 的 志 过 是 
1 
.Ixa +t axy 二 和 + OT DT 


1 ce 


一 = 
下 十 了 DCXT 2) 


_ EC(R+t2)+1 
十 1) (十 2 


ET! 


”恰好 等 于 第 十 1 号 命题 的 右边 . 所 以 第 +1 号 命题 也 正祥 . 
由 此 ,我 们 就 可 以 作出 精 论 : 对 于 所 有 的 自然 煞 为 〈3) 式 
”都 成 立 . ， 
”，“ 阶 司 : -上 画 的 延明 中 , 很 裔 “第 上 号 命 是 是 正确 的 ”， 我们 
有 时 用 “了 归 釉 法 假设 ?一 萎 求 代替 “ 


三 两 条 缺 一 不 可 


这 里 , 必须 强 庙 一 下 , 在 我 们 的 证 法 里 : 
: (1)“ 当 4=1 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 ?; 

(2) “ 恨 朋 沼 %=& 的 时 候 ， 这 个 命题 是 正确 的 ， 那 末 当 
和 多吉 十 二 的 时 候 , 这 个 命题 也 是 正确 的 ?, 这 两 条 例 一 不 可 . 

不 要 承 为 , 一 个 命题 在 #4=1 的 时 候 , 正确 ; 在 %*=2 的 时 
候 , 正确 ; 在 ”= 8 的 上 时候 也 正确 , 就 正 码 了 .老实 融 , 不 要 改 
当 # 二 3 的 时 收 正 确 还 不 算数 , 就 是 一 直到 当 #2 是 工 千 的 时 候 
正确 ,或 者 1 万 的 时 候 正 确 , 是 不 是 对 任何 自然 数 都 正确 ,还 


得 和 证 明了 再 芍 . 
~ 不 站 举凡 个 例子 . 


例 1 当 有 1 二 1,2,3,''… ; 15 的 上 时候, 我们 可 型 验证 式 子 
| 十 办 十 17 - 


一 -8 一 


业 


的 值 都 是 深 数 DPD、 是 不 是 由 此 就 可 以 作出 这 样 的 竺 询 ，“ 卫 
任何 自然 数 的 时 候 , 12 十 4 十 17 的 值 郡 是 素数 ? 呢 ?7 
这 个 命题 是 不 正确 的 . 事实 上 , 当 #=16 的 时 候 ， 
2 十 # 二 17 一 162 十 16 十 二 
| = 172, 
它 就 不 是 素数 . 
不 仅 如 此 ， 我 倚 还 可 以 举 出 局 料 性 质 的 例子 : 
(C1) 时 =1,2, 3 , 39 的 时 候 , 式 子 
742 十 形 十 二 1 - 
的 值 都 是 案 数 ; 但 是 , 当 站 =40 的 时 候 , 它 的 值 就 不 基 开 数 . 
(9) 冰 #= 9 3 ……, 1000 的 时 候 , 式 子 
和 | 锐 二 名 十 了 2 491 
的 慎 都 是 隙 数 ,即使 加 斑 , 我 们 还 不 能 肯定 上 是 任何 自然 数 的 
时 候 , 这 个 式 子 的 值 意 是 秦 数 ， 率 实 上 , 只 要 #= 73,490 的 时 
做, 它 的 值 就 不 是 来 数 . : 
这 世 就 是 级 , 郎 使 我 们 试 了 11, 000 次 , 式 子 
让 
的 植 都 是 尝 数 ,但 我 们 仍旧 不 能 断 完 这 个 命 是 一 般 的 正确 性 ， 
例 3 工 子 
92" 十 1， 
当 %=0, 1, 2, 3, 4 的 上 时候， 它 的 值 苍 别 壬 于 3，5，17，257， 
.65537, 这 5 个 数 都 是 素数 ， 要 据 这 此 窜 料 ， 费 尔 局 (Fermat) 


中 守 数 又 称 质 数 ， 就 基 除 1 和 它 本 自 上 以 让, 不 能 蔽 其 他 自然 数理 除 的 数 . 


-一 人 一， 


鞠 猜 起: 对 于 性 何 自然 狐 %, 式 子 
22" 二 1 
的 慎 都 是 素数 .但 这 是 一 个 不 尘 的 猜测 忠 扫 (Evler) 举 财 ， 
当 # 盖 世 的 了 时候 ， 
22 十 一 6d41Xx6700,417， 
因而 费 尔 居 猜 错 了 . 
后 来 ,有 人 还 证 朋 当 %*=6,7,8,9 的 时 候 ，2”” 十 1 的 信也 
都 不 是 素数 ， 
例 3 和 一 一 和 一 了 
X91=(x—1)(x+1), 
2 一 1 一 (x 一 I) (x? 十 % 十 1)， 
l=(%—1)(¢+1) (+1), 
一 = 十 十 入 十 光 十 1)， 
1D Det LD st 1), 
从 上 而 这 些 恒 等 式 ， 可 以 看 出 什么 来 ? 
我 们 订 以 看 出 一 点 ，“ 把 坟 一 1 获 解 为 不 可 再 获 解 兰 旦 具 
有 整 采 数 的 因 式 琢 后 ， 各 肝 数 的 烃 对 值 都 不 超过 1 
这 个 命题 是 下 是 亚 确 呢 ? 这 眠 是 所 站 开 巴 霸 订 去 
《HT。，qe6oT7apeay 凡是 。 后 来 被 依 万 诸 夫 〈B. Faaaoa) 找 
再 了 反例 , 他 发 现 %0 一 1 有 下 而 的 因 式 
Ea pt .td 一 加 0 一 和 了 
十 %36 十 95 十 稳 时 二 38 十 32 十 31 一 28 
1 
十 Ai4 十 %l3 十 YI 一 舱 一 4 一 和 57 一 好 
一 45 十 知 十 先 二 2， 


其 中 41 和 知 的 系数 都 是 一 2 它 的 存 寺 值 大 于 1. 

虽然 如 此 ， 我 们 可 以 征明 上 面 的 命题 ， 当 多 是 素 芍 的 时 
候 , 总 是 对 的 ; 当 之 105 的 有 时候 ;也 总 是 对 的 ， 

例 4 一 个 平面 把 稚 间 和 代为 两 俗 ; 两 个 平面 最 多 可 以 把 
空 关 牙 为 四 份 ; 三 个 平面 最 多 可 以 把 空间 牙 汶 从 份 ， 从 这 些 
坡 料 , 我 们 能 不 能 得 出 这 样 的 糙 论 : 

以 个 平面 最 多 可 以 把 空间 并 为 2“ 份 ?3 

这 个 命题 是 不 企 确 的 .事实 上 ， 四 个 平面 不 可 能 把 空间 
分 为 16 份 , 而 最 多 只 能 分 为 15 份 ; 五 个 平面 也 不 可 能 把 空 疝 
分 成 32 份 ,而 最 允 只 能 从 为 26 份 ， 一 般 地 说 , 个 在 面 最 和 多 


可 以 把 罕 间 分 为 主 (m 二 54+6) 份 , 币 不 是 路 份 ,着 且 的 独 有 


这 样 的 % 个 平面 存在 . 
怎样 证 明 这 -一 点 ， 营 者 可 以 自己 甩 考 9， 在 轩 考 的 过 程 
中 ,可 以 先 从 比较 容易 的 关 题 入 手 ,就 一 就 证 明 下面 这 个 命题 


不 面 上 # 休 值 笑 ， 最 多 可 以 把 平面 分 为 1+ 诗 % (w+1) 


份 ， ， 
球面 这 九 个 例子 ， 总 的 醋 明 了 一 个 间 题 ; 对 于 一 个 命题 ， 
仅仅 瞪 证 了 有 了 根 次 , 即使 是 千 次 .万 次 , 还 不 能 肯定 这 个 命 旦 
的 一 般 正确 性 ， 而 命题 的 一 般 正 确 性 ， 必 须要 看 我 们 能 不 能 
证 明 数 学 轨 娄 法 的 第 二 名医 ; “假设 当 %= 万 的 时 候 , 这 个 命 蚌 
、 是 正确 的 , 那 未 当 %4=+1 的 时 候 , 这 个 命题 也 是 正确 的 ”， 

另 一 方面 , 也 不 要 以 汐 “ 当 =1 的 了 时候, 这 个 命题 是 正确 
的 *, 这 向 准 简 章 而 丢 开 不 管 、 在 证 题 的 时 合 , 如 果 只 证 明了 


人 号 术 书 以 后 将 证 明和 这 一 业 阶 (上 见 第 牛 六 》- 


“ 假 家 当 n= 训 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 , 那 迪 当 %=R+1L 的 
时 使 , 这 个 命题 也 是 正确 的 ”, 而 不 去 肚 证 “ 当 #*=1 的 时 候 , 这 
个 命题 是 正确 的 ", 那 末 这 个 证 有 明 是 不 允 的 , 对 少 也 得 说 , 这 个 
证 明 蚌 不 完整 的 . 


- ， 近 我 们 来 看 玫 个 由 了 于 不 销 急 地 炳 明 数 学 归 黄 法 里 的 第 一 


句 亏 “ 当 多 <] 的 时 候 ， 这 个 命 嘎 是 正确 的 "， 而 得 出 非 当 荒 告 
的 千 污 的 例子 . 
例 5 所 有 的 正 整 数 都 入 等 ， 


这 个 命题 显然 是 莞 访 的 , 但 是 如 果 我 他 于 开 “ 当 二 1 的 
时 候 ， 这 个 命题 是 正确 的 ?和 不管， 那 米 可 以 用 “数学 归 和 法 "来 


“征明 ” 它 . 
这 里 ,第 记号 命题 是 : “第 一 1 个 正 整 数 等 于 第 记 个 正 整 
数 ”; 就 是 . 
有 一 1 = 让 
两 边 都 加 上 1, 就 得 
中 二 下 十 1. 
这 就 是 说 ,第 个 正 整 数 等 于 第 包 十 1 个 正 整数 ， 这 不 是 
襄 了 明了 所 有 的 正 回 数 都 相等 了 嘱 ? 
鲁 距 就 在 于 , 我 们 没有 考虑 =1 的 情况 ， 
例 6 ”如 果 我 们 不 考虑 #= 工 的 情况 , 可 以 证 明 


， 1 名 
13 十 2 十 …… 十 人 二 [ 计 aCe+ | +t 


这 里 , 2 是 任何 的 数 . 
事实 上 , 候 珊 第 点 号 命 甫 


[2 1 FP 
D+ 


电 


正确 , 那 来 象 第 2 页 里 证 过 的 一 样 , 第 RE 二 1 号 命 是 
Ia 十 33 十 …… 二 和 二 (4+1)s=| 去 (+ DGE+2) 十 了 


也 就 正确 . 
但 是 , 这 个 烙 葵 显然 是 莞 屠 的 . 
讲 到 这 里 ， 让 我 伯 再 重复 改 一 天 :数学 归 生 法 的 证 明 过 
释 必 须 包 括 两 个 步 骏 ， “ 当 #=I 的 时 候 ， 这 个 命题 是 正确 
的 >; “假设 当 # = 上 的 时 候 ， 这 个 命题 是 正确 的 ， 那 末 当 # 
= 天 十 1 的 时 候 ， 这 个 命题 也 是 正 锁 的 *?， 两 者 缺 一 不 可 ! 局 
一 不 可 | . 
， 也 圾 有 人 会 央 ; 上 而 的 第 一 旬 话 要 不 要 疏 做 “ 当 #==1,2， 
3，.…… 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 ?? 
这 样 的 要 求 是 多 余 的 , 同时 也 是 不 正确 的 .所 以 多 余 , 在 
于 除了 用 %= 工 洒 大 证 以 十， 还 要 用 n=3 和 #8 六 脸 生 ,而 
它 的 不 正 荞 在于“……”， 如 果 “……” 表示 斌 下 去 都 正确 ， 
那 末 就 聘 到 底 计 就 到 什么 地 步 才 算 就 完 呢 ? ~ 
“多 余 * 还 可 以 解释 成 我 是 从 %=1, n= me=3 蜂 者 出 规 
律 来 的 , 或 者 希望 通过 练习 说 悉 这 个 公式 ; 间 在 没有 征明 是 
所 有 自然 数 时 都 对 以 前 就 加 上 “……”; 却 要 不 得 , 这 是 犯 了 迁 
辑 上 的 错 裔 I . 


”四 数学 归 秽 法 的 其 他 形式 
数学 归 灿 法 有 不 少 “ 变 着 >， 下 面 我 们 先 业 迁 下 种 * 变 
着 ” - . 
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(1) 不 一 定 从 1 开始 . 也 就 是 数学 归 稍 法 里 的 丽 句 证 ,可 . 


忒 改 成 : 如 果 当 ”= 贺 的 了 时候 , 这 个 命题 是 正确 的 , 又 从 很 家 
当天 一 天 (大 吉 ) 时， 这 个 命题 是正 确 的 , 可 以 推出 当 %= 开 T1 
时 ; 这 个 命题 也 是 正确 的 , 那 末 这 个 命题 当 % 三 名 时 都 正确 

例 1 有 求 亚 : % 边 形 % 个 内 角 的 和 等 于 (2 一 2)Y。 

这 里 就 要 假定 三 3. 

证明” 当 %=3# 时 ,我 个 知道 三 角形 三 个 内 角 的 和 是 2 直 
角 ， 所 以 , 当 %=3 时 ,命题 是 正确 的 . 

假设 当 ?0 一 呈 (8 兰 87 时 命题 也 是 正确 的 . 调 4, yy 
dar 是 记 十 1 边 形 的 顶点 . 作 赵 良 由 dh， 它 把 这 个 &+1 边 形 
妇 刻 两 个 图 形 ， 一 个 是 户 边 形 出 如,……4s， 另 一 个 是 三 角形 
44Ayrsddi, 久生 +1 边 形 内 角 的 和 等 于 后 面 这 两 个 图 形 的 内 
角 和 的 和 ， 就 是 | 

(Rh—2) r+ r= Ch—1)r [+1) 一人] 了 

也 就 是 说 ， 当 =+1 时 这 个 命题 也是 正确 的 . 因此， 定理 
得 证 . : 
例 名 求证 . 当 mEE5 的 陈 候 ，2 人 > 982. 

征明 当世 = 二 时 ， 

2 一 32， 62 一 25; 

所 以 . 25>> 52, 

假设 当 # = 站 大 区 时 这 个 命题 是 正确 的 , 闭 末 出 

二 
i 9x 
入 各 十 天 
= 疡 起 十 32k 十 1 
= (kt+1), 


入 


订 


可知 这 个 命题 当 二 -+1 时 也 是 下 克 约 .因此 ,这 个 全 划 对 于 
所 有 大 于 或 等 于 5 的 自然 数 #* 都 正确 . 

例 3 求证 : 当 2 一 上 的 时 候 ，(% 二 37 十 4 下 0 

证 明 当 # 一 4 时 ,这 个 不 等 式 夏 立 . 

假 询 当 和 =#(hEE 一 4) 时 ;这 个 不 等 式 成 立 , 那 末 由 

[8 十 17 十 8 [8 二 TD 十 和 
= (R48 5) 
一 本 十 9 十 20 
彰 一 (下 士 3》 下 十 和) 十 3 十 8 
宇 (+3) (k++ 4) 
CC 当 RE 一 4 时, 2 十 32=0.》 
序 得 所 于 ， 

(2) 第 二 句 酷 也 可 以 改 为 “如 果 当 “适合 于 To 时 ， 
命题 正确 ， 半 末 当 #= 一 上 二 1 时 ， 命 古 也 正确 ?由 此 局 笠 可 以 
证 戎 对 于 所 有 的 命题 都 正确 . | 

例 4 有 商 堆 棋 于 , 数目 相等 ， 两 人 玩 划 ,每 人 可 以 在 一 


淮 里 任意 取 几 颗 , 性 天 能 局 时 在 商 准 里 取 , 规定 取得 最 后 一 晒 


者 胜 . 求证 后 职 者 可 以 必 有 奎 . 

狂 明 ”说 “是 横 子 的 蛙 数 ， 当 #= 工时, 先 到 者 只 能 在 一 
堆 里 取 1 显 ， 这 样 另 一 堆 里 留 下 的 1 里 衣 被 后 取 考取 得 ， 所 
以 粘 花 是 正确 的 . 

假 裔 当 % 生 时 命题 是 正确 和 的， 现在 我 们 来 证 明 ， 当 包 
= 有 二 1 时 ,命题 也 是 正确 的 ， 


因为 在 这 种 情况 下 ， 先 取 者 可 以 在 一 一 堆 里 取 横 予 ! 颗 ， 


G 择 上 径 8 1》 这样, 剩 下 的 两 堆 横 于, 一 堆 有 棋子 (十 1) 显 ， 
田 一 玲 有 械 子 (十 1 一 丫 蜂 . 这 时 后 取 者 可 以 在 核 多 的 一 扒 里 


一 健一 


ma errrer 


取 棋 子 2 着 ， 使 两 玲 棋 子 都 有 (〈&TIL 一 2) 里， 这 样 束 变 成 了 
多 一 十 1 一 /的 辣 题 . 按照 规定 , 后 取 者 可 以 得 胜 . 由 此 就 证 明 
-了 对 于 所 有 的 自然 数 # 来 诉 , 后 腾 者 都 可 以 得 胜 , 

葡 者 可 以 自己 考虑 -一 下 , 如果 任 答 两 堆 棋子 , 能 不 能 数 一 
下 模子 的 糊 数 , 就 知道 谁 胜 纵 揽 ? 

《8)》 有 时 , 第 二 名 本 需要 政 成“ 假 家当 #4= 有 的 时 候 ,这 个 
命题 是 正确 的 、 那 未 当 %=& 二 3 的 时 候 ， 这 个 命题 也 是正 硝 
的 ?。 这 上 时， 第 一 名 斌 仅 仅 有 验证“ 当 #= 1 的 时 候 , 这 个 命题 是 
正 硒 的 ?就 不 够 了 ; 而 要 改 成 :“ 当 #= 1， 2 的 了 时候: 这 个 命题 都 
是 正确 的 .” 

例 5 。 求 延 , 适合 于 
二 2 一 和 《MEE0，Yy 芭 0 大 上 且 也 ”都 是 整 攻 ). (1) 
的 解 的 租 数 ”9 中 等 于 


- 


= 1 
守卫 ( 一 1D) ]. 


(1) 式 的 解 ,可 以 娘 汶 两 类 : “= 0 的 和 “3y 尖 二 的 、 前 一 


类 和 解 的 租 数 等 于 1; 后 一 类 解 的 粗 数 等 于 

Tt oym1)=#—2 
适合 于 “20, 一 1 三 0 (% 》 都 是 整数 ) 的 解 的 租 数 +(% 一 2)， 
所 以 


rt 一 多 (和 一 分 十 主 
如果 仅仅 知道 当 %* 二 1 时; +(1)=1 (这 时 < 十 号 =1， 所 


名 因为 适合 这 个 方程 的 解 的 租 数 与 # 有 关 , 所 以 我 们 用 符号 rCw) 来 事 示 、 
例如 当 is=5 时 , 方程 上 8 各 和 解 ,所 以 ?tn) 二 8。 


性 


从 


. 以 适合 条 件 的 解 只 有 一 租 , 就 是 +=1, 》= 0)， 就 只 能 推出 当 
+ 是 奇数 时 , ?(m) 二 去 (4 十 1， .而 还 不 能 挫 由 % 是 偶数 时 的 


捕 沈 ， 必须 再 算 旧 , 当 "?=2 时 ，. 
二 2y 一 昂 、 
有 两 租 解 * 和 “32， y= 日 和 *=0， 多 一 1 朗 失 2 一 2 小 能 扒 田 


当 是 很 燃 时 ， ?Cn 一 二 ( 十 2、 这 样 归 帮 法 冰 完 整 . 


作为 练习 ， 该 者 可 以 斌 一 哉 解 下 面 这 个 二 各 更 复杂 的 其 
下 求 拓 合 干 
2x+3y 二 zr (% 二 0, 3 天 0 兰 且 4 都 是 整数 ) 


的 解 的 组 煞 . 
4) 一 般 的 ,还 可 以 有 以 下 的 "并 着 ”. 
站 名 一 ]， ;了 时， 这 个 命题 都 是 正确 的 ， 状 且 证 明了 


“假设 当 #= 时 ， 这 个 命题 正确 屠 末 当 # 二 + 时， 这 个 命 
题 阳 正确 ”, 于 是 当 站 是 任何 自然 数 时 , 这 个 命题 都 是 正确 的 ， 
例 6 求证 :适合 于 
* 十 好 二 # (x 宇 0, 7 芋 0, 扩 且 入 7》 都 是 辖 数 》 


的 解 的 质数 等 王子 |+1. 这 里 符号 | 公 | 表示 商 们 的 整数 部 


牙 . 
还 明 留 闪 诸 者 . 
数学 归 灿 法 的 * 变 着 * 还 有 不 少 , 若 者 以 后 还 会 看 到 “ 反 向 
归 糙 法 *“ 息 四 板 归 机 法 ?等 等 
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五 “归纳 法 能 帮助 我 们 深思 


大 过 都 知道 , 数学 归 划 法 有 帮助 我 们 “ 进 ” 的 一 面 ， 现 在 
我 想 均 玖 数学 归 符 法 帮助 我 们 “ 退 ? 的 一 画 ， 把 一 个 比 核 复杂 
的 问题 ,“ 授 "成 最 简单 最 原始 的 册 题 , 把 这 个 最 入 单 最 原始 的 
问题 想 稻 了、 想 兴 了 ， 然后 再 用 数学 因 负 法 来 一 个 飞 距 上升， 
于 是 于 题 也 就 迎 妨 而 和解 了 . . 
我 们 还 是 举 一 个 具体 的 例子 来 均 ， 
这 是 一 个 有 趣 的 数学 游戏 .但 它 充 妇 说 明了 ,一 个 人 会 不 
.会 应 用 数学 归 辆 法， 在 思考 问题 上 就 会 有 很 大 的 蔡 异 .不 会 - 
应 用 数学 邓 稍 法 的 人 , 要 想 解决 这 个 问题 著 实 要 些 * 璐 明 ?, 但 
、 是 融会 贯通 地 党 所 了 数学 归 和 灿 法 的 人 ， 解 决 这 个 同 题 就 不 逢 
要 效 少 “ 殉 肯 ”?， 
问题 是 这 样 的 . 
有 一 位 老师 ， 起 辩 别 和 由 全 的 三 个 得 意 丫 生 中 哪 一 个 更 英 
明 一 些 , 他 采用 了 及 下 的 方法 。 专 先 蕉 备 好 5 贷 彤 子 , 其 中 3 
顶 是 白 的 , 2 顶 是 畸 的 ， 在 斌 腑 时 , 他 先 把 这 些 由 子 址 学 生 们 
看 了 一 看 ,然后 人 要 他 们 了 于 .上 眼睛 ; 赫 仿 个 学 生 戴 上 -项 自 色 的 
幅 子 , 大 旦 把 3 顶 黑 幅 子 芽 了 起 玉 , 最 后 再 让 他 们 驱 开 眼睛 
“ 蓄 他 们 识 二 自己 头 上 戴 的 幅 子 , 完善 是 哪 一 种 颜色 ， 
三 个 学 生 相 互 看 了 一 看 ;路 除了 一 会 儿 ， 然后 他 从 异 口 同 
再 地 玩 , 由 己 式 上 戴 的 是 自 色 的 幅 子 . 
他 人 是 怎样 所 算出 来 的 呢 ; 他们 怎样 衣 够 从 别人 冻 上 茂 
的 电 子 的 古色 , 正确 地 推断 出 自己 头 上 戴 的 刚 子 的 颜色 的 呢 ? 
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建议 族 者 , 该 到 这 儿 , 暂时 把 书 括 下 来 , 自己 想 一 想 ， 能 
′ 掀 想 出 来 蚂 ? 如 果 一 时 想 不 出 , 可 以 多 想 一 些 时 候 . 
x = x x 

”现在 , 我 把 姓 底 揭 胸 一 下 ， 甲 、 乙 、 丙 三 个 学 生 是 怎样 想 
的 . 
甲 这 禅 想 @，{ 如 果 我 头 上 戴 的 是 轴 幅 子 , 那 末 乙 一 定 会 . 
这 样 想 ，[ 妇 果 我 冻 上 戴 的 是 黑 帆 子 ， 那 末 丙 一 定 会 这 样 想 ， 
(甲乙 两 人 都 载 了 黑 幅 子 , 而 黑 幅 子 只 有 两 硕 , 所 以 自己 头 上 
戴 的 一 定 是 白 帷 子 . ) 这 样 , 两 就 会 股 口 而 出 地 崔 出 他 上 骨 己 冻 
上 戴 的 是 白 幅 子 ， 但 是 他 为 什么 要 路 中 ? 可 见 自 己 ( 据 乙 ) 头 
上 上 藏 的 是 白 幅 子 . ] 如 果 这 样 乙 也 会 股 口 而 出 地 设 册 他 让 已 头 
上 戴 的 是 白 幅 子 ， 仁 是 他 为 什么 也 要 汞 路 呢 ? 可 网 自己 指 
甲 ) 头 上 戴 的 不 是 黑 幅 子 .》 . 

克 过 这 桩 思考 ,于 是 三 个 人 都 推出 了 自己 头 上 戴 的 是 自 . 
幅 子 . . . .1 
珊 者 营 到 这 儿 ， 请 再 想 一 下 ， 想 通 了 设 有 ? 有 些 伤 脑筋 
取 ! | ， 
学 过 数学 归 灿 法 的 人 会 怎样 想 呢 ”他 会 先 温 一 步 , (将 于 
“ 退 ?， 足 锣 地 * 温 ?,* 温 ? 河 最 原 妇 而 不 失去 重要 性 的 地 方 ; 是 
学 好 数学 的 一 个 襄 巧 ! 》 不 考虑 三 个 人 而 仅仅 考虑 丙 个 人 一 
项 黑 幅 子 的 问题 .这 个 问题 论 都 会 解 , 黑 帽 子 只 有 一 项 ,我 戴 
了 , 创立 刑 会 说 “自己 戴 的 是 白 帽 子 *， 但 是 , 他 为 什么 要 跨 
踏 呢 ? 可 网 我 戴 的 不 是 黑 幅 子 而 是 白 顶 子 ， 

这 就 是 喷 ,“ 两 个 人 , 一 顶 黑 幅 子 ， 不 管 多 少 (当然 细 不 少 
一 @“ 为 了 牙 者 内 易 站 狂 ， 这 里 如 上 了 一 上 播 号 ，《 》 里 的 是 四 的 起 泪 ，[ 3 
旺 揭 是 申 设 想 己 庶 涯 少 的 想法 ,，【 >) 里 的 基 甲 起 得 世 凑 洒 为 两 衣 椒 的 相 法 ， 
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于 3) 顶 白 幅 子 ” 的 十 十, 是 一 个 轻而易举 的 沿 题 - 
现在 我 们 求解 上 画 这 个 较 复 素 的 ! “三 个 人 , 两 价 黑 幅 子 ， 


不 管 儿 少 ( 当 然 要 不 少 于 3) 顶 白 幅 子 ”的 而 是 也 就 容易 了 了 . 沪 -… 


什么 呢 ? 如 果 我 头 上 戴 的 是 黑 赋 子 , 那 末 对 于 他 们 两 人 来 订 ， 
就 变 成 * 两 个 人 , 一 顶 聂 帽子 ?的 问题 , 这 荐 他 们 两 人 应 当 立 测 
。 解决 的 问题 ,总 不 必 足 足 的 . 现在 他 们 在 路 路 , 就 说 有 明了 我 头 
上 戴 的 不 是 黑 帆 子 而 是 白 幅 子 . 加 | 

这 里 可 以 看 到 , 学 会 了 数学 归 午 污 ; 就 会 得 运用 “时 抽 技 
巧 ?从 原 炎 四 题 里 三 去 一 个 人 .一 顶 黑 帽 子 ， 把 它 转化 光一 个 
”简单 的 问题 . | 

从 使 我 们 把 原来 的 半 题 再 搞 得 复 末 一 些 ; “四 个 人 ,三 顶 
轿 央 子 , 若干 (不 少 于 4) 顶 白 旺 子 ”. 解 这 个 问题 , 如 果 仍 伯 用 
我 们 开始 时 的 儿 迹 方法 ， 那 林 一 定 要 金成 ，“ 甲 想 ……{ 志 想 
ee [再 想 ……( 了 条 ………> ))} 等 等 ", 这样 讲 起 来 多 费事 , 入 
班 象 * 拓 口令 ", 使 人 不 易 昕 清 , 不 易 搞 懂 ， 忆 是 掌握 了 数学 妇 
霖 法 , 芍 于 " 滔 ", 那 就 只 可 用 几 句 话 就 可 了 事 ,，“ 如 果 我 头 .上 
其 的 是 恩 幅 子 , 疆 末 对 他 们 三 个 人 求 静 , 是 ‘三 个 人 ,两 侦 黑 幅 
和子, 阁 干 顶 白 幅 子 ; 的 网 十 ， 这 个 辣 题 他 们 立 列 会 解决 而 不 必 
蹄 只， 渴 在 他 们 要 路 踏 ， 正 是 疏 明 我 功 的 不 是 扶风 子 而 是 自 
局 子 . ” 换 杀 笛 个, “如 果 我 江上 戴 的 是 苔 歇 子 ?就 是 这 里 的 归 
钠 鞭 和 恨 定 . 

这 特 四 个 人 三 顶 杰 风 子 ， 朗 使 傅 “% 个 人 ，# 一 1 伟 黑 风 
子 , 范 干 (不 少 于 坟 项 白 旺 子 * 这 样 复杂 的 向 是 , 我们 也 可 以 
补 简 单 地 解决 了 .因为 当 #= 8 时 已 起 囊 块 了 ， 假 机 当 #2 一 
时 半 题 已 径 解决 , 那 末 当 %=RT1 时 ,只 要 有 1 人 上 戴 的 是 黑 幅 
子 , 就 变 成 4% = 天 的 问题 , 天 家 都 会 应 用 数学 归 熏 法, 他们 应 当 
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都 惟 册 他们 让 也 头 上 戴 的 是 白 央 了 邓 , 但 是 他 们 槛 咬 旷 , 所 以 这 
个 人 就 可 以 币 断 出 自己 关上 戴 的 是 白 贮 了 于. 

| 争 到 这 儿 , 融 者 订 能 颌 会 到 两 点 ; 

《1) 庶 用 归 英 法 可 以 处 理 允 么 复 染 的 锁 题 ! 懂得 它 的 
人 大, 比 趟 懂 它 的 人 咏 不 是 "聪明 ”得 允 . 

(2) 归 狗 法 的 原型, 不 但 指导 我 们 “ 进 ”, 而 且 还 烙 会 我 们 
“ 退 ”. 把 寺 题 “ 退 ? 到 最 朴 娄 易 解 的 情况 , 然后 再 用 归 萌 法 飞 聊 
前 进 ， 这样 比 学 会 了 三 人 问题 搞 “ 四 入 闻 题 ”, 搞 通 了 “四 
人 了 间 题 * 再 尝试 “五 人 人 间 题 "的 做 浴 , 不 是 要 爽快 得 多 ! 

当然 , 我 们 也 不 能 完全 排斥 步 砂 前 进 的 艇 法 . 当 我 们 看 不 
出 归 宰 粮 索 的 时 候 , 先 一 步 一 步 地 前 进 , 也 还 是 必要 的 . 


二 “是 "与 “ 解 ” 


数学 里 ,有 时 候 有 由 题 容 易 解 题 难 。 凡事 间 一 个 汶 什 么 , 有 
时 候 杰 加 管 出 来 确 不 容易 . 但 也 有 时 候 , 出 题 困难 解 甫 多 . 题 
目 本 身 就 包括 了 解 题 的 方法 , 难 不 难 在 解 ,而 难 在 怎样 想 出 这 
个 题目 襟 . 最 显著 的 是 用 轨 和 法 来 征 朋 一 些 代 数 恒 等 式 ， 这 
时 , 难 不 难 在 应 用 归 萌 法 水 证明, 而 难 在 怎样 想 出 这 些 恒 等 式 
玉 ， 本 上 开始 时 所 举 的 例子 , 就 是 , 人 家 怎样 想 出 


2 
15 十 多 $ 十 ts +oe=| 计 aa+DD| 
一 (1 十 当 十 8 十 十 2 


来 的 ? 
一 般 地 改 : 求证 一 个 形 如 
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人 十， 十 tr 一 Sn (1 
的 恒等式 , 本 身 航 建 遍 我 们 求证 “zi 十 So=:Srr2 或 省 “Spy 
一 Ss= ar。 而 一 般 讲 来 由 “4? 求 “S? 蒋 难 ， 由 *S? 求 < 较 ， 
描 ， 拜 且 加 果 征 旷 了 | 
Spl — Sn np 
我 们 还 可 以 把 极 数 (1) 写 成 
站 十 十 二 a 
=S (S55) 4 (Ss— Sa) + (5 — S11) 
=5,. 1 
变 灵 消去 郎 得 所 求 ，( 注 音 : 上 面 这 个 等 式 的 岗 妆 也 要 用 归 精 
法 加 以 证 明 才 合乎 严格 要 求 . ) 
下 宙 我 们 举 些 例 子 . - 
例 1 求证 ， 
4:79:10+ -10-13 二 + 19-13:16+* 
+ (34+ 1) C3n+4) (C3n+ 7) 


> = Crt (3n+ 7 (3ni 10) > 
—1-4.7:10]. (n=1) 

看 了 这 个 公式 , 就 可 以 知道 ; 一 定 会 有 mm= Se 一 So 也 

驶 是 
二 Ln+D (n+ 4 (3+ 7 Can+10) 
= (3 — 2)(3n+1) (3n+ 4 3+ 7)] 

= (4+1) (34+ 4) (n+ 7) 
一 算 芮 对， 我们 就 可 以 用 交叉 消去 法 (或 者 妇 罚 法 ) 来 还 明 这 
个 公式 了 ， 
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er 


诗 


和 例 名 求 延 : 
1 1 1 
ST TT + TI 


和 


+ 1 
CA4n— 1) (dn+ 3) (4+ 7) 


这 个 恒等式 可 以 由 


1 1 EE ， 
一 8( 3.7 (C48 二 3)(4# 二 了 ) )- (n=1) 
二 1 _ 1 ] 
BL ARTIIARTI) (dn 8) (4n+7) 


1 和 四 
“CAR 1 484+3) CANT 7 


推出 . . 
例 3 求证 : 
sin %+sin x+ .Sin HU 
sinl (nt Drsindin -| 
= 一 一 一 二 一 一 一 . (nl1) 
Sina*. . 
从 这 个 恒等式 可 以 得 到 启发 : . 
1 .1 1. ,1 - 
[sn 和 Gt De sin nsin 雪 nx sin 雪 Cn—1)% | 
二 一 二 -一 一 一 一 
Ey - . 
,4 Fr. 1 1 
_ Sn 1 | sm 寺 Ce+ 17# 一 sn 序 (nDs | 
'sin Lx 
3 


1 1 


2 2 


9 sin H% CoS 一 34Y = Sin Hx. 


反 过 来, 可 以 用 这 个 等 式 来 正明 原来 的 恒等式 ， 
胃癌 样 的 方法 ,我 们 可 怪 处 理 以 下 的 溃 上 


例 和 4 求 延 : 
半 十 cosx 二 cos gw 十 ee 二 COs Px | 
sin( + 二 jz 
= 一 一 一 站 一 . {HE0). . - 
全 Si 一任 。 
外 
例 5 求证 . 


it 1 下 1 x 
ty to 
号 B53 十 请 tg 如 和 十 十 中 3 tg 2 


" 《这 里 , * 不 等 于 的 轿 效 人 ) 
例 8 求证 ; 
COS & CAOS He COS dr COs Ze 


-sin gr+ie 
= she (0) 


这 些 例 蚌 的 其 天 蕉 不 是 在 子 斌 得 公式 之 后 去 寻求 它们 的 ， 
证 明 , 而 是 在 于 这 批 往 等 式 是 怎样 获得 的 . 
我国 古 代 堆 染 术 所 得 出 的 一 些 公式 , 也 都 属于 这 一 类 . 
”人 鲍 7、 求 还 ， 当 n=1 的 时 候 ， 
1 十 CI 十 的 十 人 十 日 十 25 十， 
二 [1s 二 32 二 2 二 十 (2 一 2) 


= 攻 Gt): 一 寺 nm+D ~ 


中 际 世 全 (1676 一 1723). 


上 一 


村 


以 下 扩 题 委 自 元 人 朱 世 户 : 算 学 启蒙 (1299)， 四 元 玉 监 
(1303). 


例 8 4+2(2 士 下士 32 二 28) + +#[4+ (4 一 1)8] 
En +1) [96+ (34—25)]. (w=) 


例 9 fa 十 (一切 拉 寺 2Ee 十 (24 一 2 本 二 
(一 ya+bD)+na 


一 阁 #Cx 1Dfiza+(34 一 六 ]、 (n=1) 


一 作为 练习 , 读者 可 以 试 出 例 8 直接 推出 例 9 来; 试用 两 两 


下 吉 两 两 相 减 找 出 例 8 例 9 的 恒等式 来 , 
例 10 eta 人 十 60E 十 他) 十 


十 全 (十 Dat Cn—1)5] 


” = 十 nt Dt En (0—36)], (1) 
例 11 fear Cn 一 DB] rat (nD te 


十 本 2(N 一 了 D(e 二 下 +n+ a 
= Dt [ht (49—B)], (1) 


-” 例 12 在 想 数 
3 十 7 十 12 二 19 二 27 二 37 十 48 十 1 十 
”里 ,如 果 扩 是 它 的 第 % 项 , 那 末 
Wy, di= HC — D+ 


”这 里 1 是 大 于 或 者 等 于 1 的 蓝 数 ， 求 还 


Sui= BA 3 1); 


Sy = 去 5C4P 二 3 二 1). 


最 后 一 是 启发 我 们 想到 归 示 法 的 另 一 “ 变 着 2 * 悉 釉 板 归 ， 
未 法 ”一 一 有 两 个 命 王 4、 Bw, 如 果 “4i 是 正视 的 ”, “假设 消 
， 是 正 锁 的， 那 末 B; 也 是 正确 的 "，“ 候 识 Bs 是 正确 的 ， 那 末 
+ 也 是 正确 的 ?， 那 末 ,， 对 于 任何 自然 数 4, 命题 44、 Bs 都 . 


是 正确 的 ， 本 
这 里 命题 如是 “Sn-1 一 序 4(417 一 34 十 1)”， 而 命题 B。 
是 《452 一 二 ma(do2 十 34 十 1)*. 
量 而 易 见 ， 44 是 正确 的 , 即 $,=1.， 
” 假 股 S24-1 一 襄 k(4 如 一 3 十 1)， 加 米 


Sn = 去 (4R? 一 3 十 1) 十 3 各 一 4 3 二 1). 。 


这 就 是 说 ,假设 如 是 正确 的 , 那 末 BB 也 是 正确 的 ， 


又 假 届 Sus= 二 AKC4i2 十 35 二 1D)， 那 来 
So = ACh Bh+ D+ k++ 

B+ LRHI) 3 1)+1]. . 

这 也 就 是 说 ,假说 B4 是 正确 的 , 那 末 4i: 也 是 丰 确 的 。 。 主 


因此 ， 如 、B。 对 于 任何 自然 数 名 都 是 正确 的 .。. -> 
这 个 题目 是 朱 世 杰 定 究 图 从 志 积 得 出 求 的 ， 但 照 上 面 这 如 
立 号 下 来 , 就 最 得 有 些 造 作 了 . | 


一 和 一 、 * ， 


中。 


Lo 


不 仅 出 现 过 “蛮族 板 归 物 潜 *， 而 且 还 出 现 过 活 干 糙 艇 如 
旋 式 下 升 的 证 明 方 法 ， 例 如 ， 有 5 个 命题 4;、 Bn Cs、 DE 
现在 知道 4 是 正确 的 , 及 4BiD, Bs->Cs, Ce->D;, Dy->E;, 
其 且 B44， 这 样 , 这 五 个 命题 就 都 是 正 伪 的 . | 


七 ”递归 融 数 
上 节 里 我 们 的 主要 依据 是 
1a 二 + an = Sn (1) 
和 
Sa 一 Sn-1 熏 C2) 


的 关系 ,这 启发 了 我 们 , 如 果 知 道 了 (2), 就 可 以 作出 一 个 (1) 
来 . 例如 , 我 们 知道 了 公式 : 


arctg 直 —arctg. 


1 
a 一 arct WTATT， 
由 此 就 可 以 作出 一 个 恒等式 : 
es tT te i +arctg sf 


= 一 30 二 
关 柔 式 (2) 本 上 身 就 可 以 看 成 是 用 着 学 妇 柄 法 来 定义 Su 
就 是 : 
已 知 引 =@， 人 假设 已 知 S41 河 示 四 Sh=S4_1 芋 6 就 定 
了 5. 


地 我们 用 A433Bs 表示 * 假 钢 4 是 正确 的 , 千林 百世 有 是 正确 的 .? 


这 是 所 恰 递 归 西 数 的 一 个 例证 ， 

一 般 来 屋 ， 递 归 画 数 是 一 个 在 正 整 数 集 上 定义 了 的 责 数 
fCn)， 首 先 , f(1) 有 定义 ; 其 次 , 知 果 知 道 了 /C1), 了 (3),……， 
/AD， 那 未 f(%+1) 也 就 完全 知道 了 .这 实在 不 是 什么 新 东 
西 , 而 只 是 数学 妇 某 法 的 重申. 

例如 , 由 

A(R = /8 + 

bo =1 
定义 了 一 个 递归 两 数 . 通过 计算 ， 可 乌 知 道 /(1) =1， 灵 9) 
二 2，f(3)=4，f(4) =7,，……， 从 而 可 以 得 出 这 个 递归 琐 数 
就 是 


f 8) Ek +l. 
这 个 等 式 一 下 衣 变 为 一 个 需要 “延明 ”的 问题 ， 而 由 数学 
归 砚 法 可 以 知道 : 对 于 所 有 正 整 数 有 
. fm) 一 二 ax 一 了 十 1 


本 节 开 始 时 的 例子 , 就 是 求解 : 


| fA) -AR+1Y 一 arctg- 厅 二 天下 
f(D)= 子 . 
跟 煞 学 归 和 法 一 样 ， 递 归 夯 数 也 可 以 有 各 种 形式 的 “ 变 
着 ”例如 , 击 关 汪 式 : 
RE) = Of RR—1) 
所 冠 六 的 乒乓， 就 必须 宙 商 个 已 知 值 , 例 如 捧 0) 二 ,7(1) =3 


开 姑 . 
现在 我 们 来 证 明 这 样 的 开始 值 ; 
Ci 一 2 十 1 
证 朋 ， 当 %*=0, 1 的 时 候 , 这 个 车 戎 显然 正太. 
假 证 已 知 f(y= 站 十 1，f8 一 1) = 一 3+ -1!+1， 球 未 
二 1 一 和 2 十 1 一 281 十 1 
一 28+1 十 1 
由 些 命 是 得 延 . 
上 面 的 这 个 解 管 记 #) =2+1 双 蚌 怎样 答 志 来 的 呢 ? 可 
能 是 从 (0) =2, /A(1) =3, (3) = 后 等 等 万 精 冉 来 的 ， 但 是 从 
FE —AOR) =2 [fCR) — /Rm 1)] 
来 看 , 却 会 更 容易 一 些 . 


我 们 融 
gh) =f +1 fh). 
那 末 由 
&C12 一 2 
BR+1) =28CE), 
可 昂 E(k) = 2. 
丕 由 … OR) — fCR—1)=2, 
得 出 ， 
(0) -f(D)= ELE) /8 DID 
“号 1# 是 和 的 符号 , 肪 艇 wSigmay. 
1 [f(D 一 08 一 1] 就 是 表示 下 面 的 和 : 
”Cr COUT 
扯 就 是 瑚 次 用 1 2 3 AN 于 的 如 再 挡 这 # 个 整 
LF 0D —f (0 FD ~ FGD]，…… 【Fo 一 Fas 一] 加 超 来 . 


下 区 时 我们 摇 常 村 使 用 这 个 符号 , 著者 必须 将 悉 疼 ， 


= 辫 中 
m1 
二 1 十 3 十 织 十 -…… 十 9285- 
一 2 一 工 
从 而 可 得 
.fa =2"+1. 


及 “排列 和 组 他 


数学 为 稍 法 最 简单 的 应 用 之 一 ， 是 用 来 研究 排列 和 普 合 . 
的 肥 趟 . 

额 者 在 中 学 代数 妹 程 由 ， 已 才 知 道 : “从 丸 个 不 同 的 元 泰 
里 , 每 裕 取 + 个 , 按照 一 定 的 顺序 探 成 一 排 , 是 做 从 w* 个 元 素 
”里 每 次 取出 + 个 元 素 的 排列 . ”排列 的 种 数 , 叫做 排列 数 ， 从 

# 个 不 同 元 素 里 每 次 了 ” 个 元 素 所 有 不 同 的 排列 数 ， 可 以 用 
符号 虱 来 表示 ， 对 于 4 有 证 面 的 公式 ; 

常理 1 .4 二 天 (各 一 二 一 2 (232 一 ”小 了 ) ， 《IE 

当时 , 这 个 公式 着 次 有 作 严 格 的 征明 , 现在 我 们 利用 数学 
好 炳 法 来 征明 它 . 

征明 首先， 4} =%. 

.这 是 显然 的 ， 如 时 再 能 证 明 
A = -i, 
那 末 , 这 个 定理 就 可 以 应 用 数学 归 稍 法 来 正明 人 
名 因为 当 #=1 的 时 化 ;这 个 定 温 显 灼 基 正 确 的 ; 假 股 当 # 一 上 一 1 赐 时 榜 ， 
法 个 定理 是 站 确 的 , 那 末 a 


1， 这 明之 ?之 的 
所 以 , 当 = 的 了 时候 ,法 个 定理 也 是 正确 的 . 


Go 


我 们 候 旋 吕 个 元 袁 是 二 ,42,…… ;#4w 在 每 灾 取 出 个 元 
素 的 4 称 排 列 潜 里, 以 4i 为 首 芍 共有 4x2i 种 , 以 #2 为 首 的 
同样 也 有 4;-1 种 , 册 此 部 得 

A =%Ah i. 
于 是 定 理 得 十 . 
沂 理 1 的 特例 是 ## 个 元 案 公 取 的 排列 数 , 它 是 
人 A= 1) (Rm) 3:28:1, 
我 们 用 短 续 灿 心 示 这 个 滋 积 , 就 是 
了 = 1 1 
和 这样, 定理 1 就 可 以 好 成 


"1! ， 
A 一 (4 一 何 | 四 


更 在 我 们 来 三 完 更 一 般 的 情况 ， 
儿 个 元 素 里 ， 有 沙 于 个 是 同类 的 ， 其 中 有 十 个 9 个 6 
i, . 求 每 次 低 取 这 些 元 案 所 作成 的 排列 种 数 . 答案 是 


这 个 业 论 可 以 这 样 来 证 明 : 

如 果 在 乡 个 4. 上 标 .上 导数 ay az ……; ap; 作为 不 同 的 元 
崇 ， 9 个 5. 上 标 上 号 数 bi, bo, ;bs 也 作为 不 同 的 元 索 ， 
二 . 这样 问题 就 变 成 了 ”个 不 辐 元 素 全 取 的 排列 ， 得 出 的 
排列 数 是 

P= ., ， 

把 so po ……, 4p 这 力 个 元 素性 党 排列 的 排列 数 是 .但 着 
实际 上 这 上 个 元 案 是 相同 的 元 索 , 是 牙 辩 不 卓 的 , 所 以 禄 去 了 
标号 之 后 , 原来 的 身 个 排列 只 变 成 了 1 个 排列 .因此 榨 去 4 


一 各 一 


的 往 号 以 后 , 排列 的 种 数 是 
2 
Bt: 
同样 的 , 再 擦 去 ? 的 标号 以 后 , 排列 的 种 数 就 是 


4 


pa 


等 等 
注 ”我 个 用 一 个 县 体例 也 来 设 明 ， 例 如 , 求 sg 人 5 全 取 排 
列 的 种 数 ， | 
者 呈 凡 后 的 排列 种 数 症 
P,=4| =24. 
M1A202D R1942C48 


1 1dab ey 
好 2 在 1 在 2d1baa 


aztadtd EABORL 
Wagicab adibas | 
Wad2adib aad2bal 


毛 去 福 丑 以 后 , 每 一 交行 里 的 E31 ) 种 , 变 成 EE 1 种 , 所 由 
排 议 种 站 就 成 汐 4 种 ，aaab，aaba,，abaa, daaa. 
由 此 可 见 


发 考 在 中 学 代数 柬 程 由， 还 人 知道， 从 % 个 不 同 元 网 里， 
每 次 联 册 + 个 , 不 管 怎样 的 顺序 类 成 一 租 ; 时 做 从 # 个 元 雍 里 
每 区 了 酸 出 ”个 元 素 的 想 合 . 粗 合 的 种 数 , 呼 做 组 合 数 ， 从 如 个 
”不 局 元 素 里 每 次 取 几 * 个 元 案 所 有 不 同 的 粗 人 台数， 可 以 用 竺 
”二 Cs 来 吉 示 ， 对 于 C5 有 下 列 的 公式 ，; 


Li 


定理 2 C= <. (2) 


天才 下 一 区 
这 个 定理 也 可 必用 数学 时 和 精 法 来 证 明 . 
证 明 首先， 人 无 一色. 
这 是 显然 的 。 如 时 再 能 证 朋 当 1 过 + <<% 的 时 候 ， 
人 一 CR 起 (3) 
那 末 , 这 个 定理 就 可 以 应 用 数学 归 夭 法 求证 果品 
我 们 假定 有 % 个 不 周 的 元 素 1，4z，……， 三 每 次 陵 
时? 个 元 春 的 粗 合 里 , 可 以 代为 两 类 : 一 类 含有 qi， 一 类 不 会 
有 a1， 含有 m 的 灶 合 数 ， 就 等 于 从 4s，4s，……，4。 里 取 
+ 一 ] 个 元 索 的 钥 合 数 , 它 等 于 C3-1; 不 含有 w 的 租 合 数 ， 就 
簿 于 %， tg， | ;tn 里 到 ”> 个 的 租 合 数 , 它 等 于 C5; 所 以 
Cs 三 Ch 1 十 Cl. 
于 是 定理 得 征 . 
请 考 在 中 学 代数 课程 中 学 过 的 二 项 式 定理 
(EE i i - 
二 or 十 于 Ca 


= Chaim. 


.就是 利用 租 合 的 知识 素 下 明 的 . 


号 同 为 沼 和 =1 的 时 全 ,这 个 定理 是 正 重 的; 假 圳 当 #= 直 一 工 的 时 谍 , 这 个 
定理 旺 正 诲 的 , 那 末 


四 国 (1)! (R17 
Ch Ch tO ri 


RI 
= Rr (这 里 ;1 二 ?< 之 庆 ) 
所 忆 当 关 = 并 的 时 旋 , 这 全 定理 也是 正确 的 . 


加 公式 05 一 C5-1 十 C5-3 是 一 个 十 分 重要 的 公式 , 百 见 抽 著 “从 福清 
三 角 触 本 >( 中 国 青年 出 版 寂 出 版 》, 


1 


九 ” 代 数 恒 等 式 方面 的 例题 


有 不 少 伐 煞 恒 等 式 ， 它 的 闫 格 证 明 ， 钴 要 用 到 数学 归 稍 
法 . 这 里 先 讲 儿 个 读者 所 燕 悉 的 例子 . 
例 1 等 莽 数 多 的 第 %* 项 ,可 以 用 公式 
an =H1 + (RO— 1)d (1) 


次 示 ， 这 里 , mh 是 它 的 首 项 , 是 公 盖 . 
证 明 当 %=1 的 时 候 ， 这 1 十 这 17 (1) 式 是 成 立 的 . . 
慨 设 当 #= 太 的 了 时候, (1) 式 是 成 妆 的 , 那 末 , 因为 
合计 1 一 磺 十 区 
=am+ (Rk—1dtd 
= 二 [CRTI)—1]a, . 
所 以 当 名 = 十 1 的 时 候 , (1) 式 世 上 成 立 的 , 惠 此 可知 , 对 于 所 


有 的 %,，(1) 式 部 是 成 亲 的 . 
例 3 等 着 数列 前 % 项 的 和 ,可 以 用 公式 


Sn=nart nn ld (2) 


才 东 ， 这 里 , mm 是 它 的 首 项 , 是 公差. 
这 个 公式 也 可 忆 用 数 举 归 秩 法 来 证 明 ， 
证 明 当 *w=1 的 时 候 ，S1=41，(2) 式 是 成 并 的 . 
假设 当 基 = 开 的 时 候 , (3) 式 是 成 立 的 , 那 末 


SH1= Sat Air 


一 32 


w 


一 | 0 十 二 (一 Da] t+{am tt R111d) 


= (8+ 1) 人 十 寺 (二 1[(8 二 了 一 1 


所 以 当 #= 天 十 1 的 时 候 , 《20 式 也 是 蜀 立 的 ， 由 此 可 丢 ， 对 于 
所 有 的 #,(2) 式 都 是 成 灾 的 . 
注 例 1 里 的 公式 (1 可 以 直观 地 得 由 , 但 是 例 2 里 的 公 
式 (37 飞 等 样 得 四 的 胰 ? 所 以 从 要 找 由 这 个 公式 的 骨 府 来 考 
瞄 , 还 是 得 中 学 代数 课本 里 那样 用 “ 普 倒 相 加 ”的 方法 好 .而 
数学 归 稍 法 的 作用 只 是 在 找 出 了 这 样 的 倒 式 以 后 ， 狂 以 严格 
的 证 明 . 
例 3 和 锋 比 数列 的 第 项 可 以 用 公式 
人 一 和 的 《37 
表示 ; 前 # 项 的 和 可 以 用 公式 
S,— 2 (4) 


误 示 ， 这 里 , a 是 它 的 首 顶 , 4 是 公 比 ， 

这 两 个 公式 也 都 可 以 用 数学 归 和 灿 法 来 证 明证 明 当 和 苔 读 
涝 ). 得 例 3 一样, 公 趟 (的 导出, 当然 也 还 是 象 中 学 代数 下 
本 里 那样 用 习惯 使 用 的 方法 , 就 是 把 

Ss 二 十 自生 全 必 十 于 丰 于 
Sa 一 618 十 全 各 十 本 天 十 十 全 


两 式 相 减 , 冰 把 所 得 盖 的 两 边 同 除 以 9 一 1 来 得 好 ， 


毒 亦 高 阶 等 差 炎 数 .在 扫 著 * 从 杨 粹 三 角 餐 起 3 一 - 书 里 提 
专 的 不 少 恒 等 式 ， 它 习 都 可 以 用 数学 为 稍 法 征明 的 .其 中 最 
主要 的 是 ， 

《17 211 二 1 二 1= 护 


i PRT 


9) 卫士 2 十 3 十 + 于 (+); 
(3) 1++8+6 十 十 让 (4% 十 1 二 证 (2 二 1 (十 2); 
《和 14 上 上 10 十 十 二 wm 二 ICz 十 允 


1 
= 1) n+ 2) (n+ 3); 


这 些 公式 著者 不 妨 用 数学 归 秋 法 一 一 加 以 腑 证 ， 
这 些 从 式 是 怎样 得 来 的 呢 ? 事实 上 ， 它 们 都 可 以 从 上 节 
里 的 全 式 (3) 
Cr=Cr tt Cr 
推出 ， 例 如 , 取 +=2, 就 得 


| ， - 
+ 站 一 囊 ( 和 % 一 1) 和 一; 
取 ?+=3, 就 得 
理 2(2+ID)Ce 二 9) 一 言 (mn 一 1) n(n 二 1) 
一 总 m(z 二 12; 


等 等 ， 这 样 , 应 用 第 七 节 里 所 讲 的 方法 , 就 可 以 从 这 些 公 式 导 
出 -上面 的 恒等式 . | 


有 了 这 些 公 式 , 把 类 写成 上 二 ae 十 巧 ]-a 把 类 办 
戌 6| 二 =Ca+ DCn+2) |- 可 亏 nw+1) |+m 就 可 以 算出 


1 十 83 十 十 坟 二 证 (4 十 1) C24 二 1) 
1 2 
1a 十 2 十 88 十 + 吕 =| 二 ze+D] . 


作为 练习 , 请 态 者 先 算 出 这 些 公 式 , 然后 用 著 学 为 炳 法 加 
有 以 还 明 . 


' 十 差 分 


我 们 把 A(X) 一 f(x 一 1) 是 做 尔 数 本 x) 的 养分， 训 做 
AT = x) —f (x— 1). (1) 


例如 , f(%) = Ci， 它 的 莽 代 就 是 
AD =f (1) —f Cn — 1) 
= — 人 ri 1 
一 C+24. [应 用 第 处 节 里 的 公式 (3).] 
前 面 我 们 所 讲 的 求 和 各 题 
i 十 dz 十 ……… 士 配 一 Su， [=/(n)] 
可 以 看 做 输 了 差 4s=g(m), 求 原 击 数 了 CW), 使 
fof nm) gC) (2) 
的 问题 ， 方 程 ( 纺 上 做 整 分 方程. 
用 数学 归 才 法 的 眼光 来 看 , (3 约 式 不 过 鹃 出 了 归 穆 法 的 第 
二 句 锋 ; “和 如果 知 道 了 (4 一 1), 那 来 可 以 定 出 Fof f/m) 
二 /Cm 一 1)+8(%)]3 来 . 所 以 只 有 (2) 式 还 不 能 完全 定义 了 (4)， 
还 必须 添上 一 句 : “f(0) 如 何 ”?、 加 上 了 这 人 句 寅 , 归 薄 法 的 程序 
完成 了 , 因而 对 于 所 有 的 自然 数 % 硬 数 Cm) 都 定义 了 ， 
图 数 所 +) 的 闫 AJCX) 一 /4) 一 f(x 一 1), 还 是 * 的 匣 


bee 


数 . 我 们 可 以 再 求 它 的 盖 妇 ,这 就 8| 峙 了 二 阶 着 其 的 鬼 念 , 就， 
是 
AAA) 一 A(CAGD —f XO— 1)). 
我 们 用 A%/(%) 来 表示 . 
一 般 的 , 如 果 寻 而 数 A(%) 的 + 一 1 阶 莽 妇 再 求 冀 委 ,就 得 
济 了 /A(%) 的 ” 界 益 牙 ， 就 是 


-CD 一 ACTCD). (3) 
现在 我 们 用 数学 归 稍 法 来 亚 明 下 面 的 恒等式 : 
"f= DC HD. (4) 


证明” 当 #= 一 1 的 时 候 , (4) 式 就 表示 
AGO 一 AD 一 Fw 一 1)， 
命 是 显然 正确 . 
假 识 当 ”= 不 的 时 候 ，(4) 式 是 成 立 的 ， 那 末 当 = 十 1 
的 时 候 ， . 
AU = ACAMACY)) 


-A (CDCHfe-D)) 
= 总 (一 DiC4AA(x 一 
= CDC-D)) f(r-i—1)] 


者 ; 
—1 1cs 一 了 
@ DCH) 
CLF D+Fs— 2) 


et CH ny, 


直 
” = (~ DCHf(~)) 
下 _ , 
-DCIf(r-i~ DD 
* = 
下 , . 
=|/00+ SDC | 
2 
E 上 四 本 
+| 之 C— DIC —N 
J3ml 
rr- 
tC—DMYCr—h—1) | 
下 一 六 4 二 [一 1)8+UFCY 一 下 一 1 
此 2 
tI CtC OF-D 
亲 
= CI R11) 
如 
外 CD A A bed: GDHCRFw 
- 一 CRFCY 一 下) 
点 
一 _nic _n, 
， 十 oD Ch 
. -DicHe-i-D 
至 烛 
= CFG—I tOE FT 
十 (一 1)# CEI fx DCR) 
下 


开 
= 一 1 CE FFD) Dit A 1). 
= 


mm nr ， 


+ 记 (-DiClas-PG . 


而 十 了 


= 记 ( 一 DiCh+ f(x 一. 


于 是 定理 得 证 ， 

如 果 f(%) 是 * 的 多 项 式 , 那 末 多 过 一 次 盖 价 ， 针 项 式 的 
次 效 就 降低 1 灾 , 因此 对 于 性 何 一 个 次 数 低 于 避 次 的 多 项 式 ， 
狐 过 撕 欢 差 牙 ， 一 定 等 于 0， 也 就 着 丽 ， 如 杂 拨 2) 是 次 数 低 
于 名 次 的 多 项 式 , 那 末 | 


S-Di-p=0. (5) 
特别 的 , 当 = 的 时 候 , 取 且 一 7 一声 屠 末 
DHCD =0. (6) 


一 阶 凑 东方 程 
一 Fr 一 IT) 一 EC 
的 解 是 
AD -fC0) = DS LAA) ~ Fe 一 1D] 


= 高 s(). 
更 一 般 的 一 阶 苦 女方 程 


DD f+-Tatf D+ 训 CD Ch fC?) 
=7(#)+(—1) Chrafls— D+ TCR rf mt * 
TD CED De 


典 十 1 Fs ， 
“DD ChrftY—1), 


一 各 一 . 


er ee -由 和 Ti 


WX) — bfxX— 1) gCX), 
不 妨 假 定 #=1, 于 是 
FO = + of (nO—1) 
一 &(J 士 BTEC 一 1 十 2 一 全 
=gln) tbetn—1) + hn —2) . 
一 EC) 十 并 (一 1 十 本 BC 一 2 二 
+oigtl) + 60). 
(可 以 用 数学 归 浙 法 求 征明 》 
二 喻 闫 分 方程 | 
TO taftr—1) thr— 3) EH), C7) 
可 以 变 成 两 次 一 阶 盖 好 方程 来 解 ， 因 汶 
[FO FAFCX-I) + pT 1 t+ A —2)] 
= ft Nt EI SI + A YN— 2), 
队 入 十 上 二 w= 二 月 轩 解 因 入 和 来， 再 概 
万 (4 一 六 4 十 入 一 1 
那 未 方 熏 (77 训 变 成 先 求 . 
CXY + pACX m1) = ECX), 
再 求 
FF ACE—1) = h(x) 
的 解 了 . 
例 有 瑟 差 牙 方 程 
f(x) 3f 1) HI 2) =1, 
0)=0, A1)=1 
的 解 . ， 
解 设 扩 2 一 AD 一 1 得 


seem Pi 


hx 一 号 万 (天 一 1 一 革 C1)=1. 
解 得 
hn) 一 部 一 
再 从 
A fA— 1) = —1, 天 的 二 由 
解 得 
AW) 一 394 一 到 一 人 


十 一 ， 李 知 兰 恒等式 


这 里, 我 附带 地 介 释 两 个 有 趣 的 性 等 式 . 
清 未 效 学 家 李 状 兰 (1810 一 1882) 公 担 进 了 恒等式 


CCH = Ck) C1) 
这 个 恒等式 流传 于 海外 ， 我 们 现在 异 讲 过 着 办 性 质 之 恒 ， 米 
证 朋 这 个 恒等式 . | 


. 因为 
a nt) n+ 1) + 1) 
CR, 


所 昼 李 善 兰 恒等式 (1) 是 下 道 这 个 更 一 般 的 但 等 式 
> 他 十 号 一 六 你 士 路 一 和 一 区 人 一 二 于 
后 (1) < 


{二 请 (二 证 一).…… (x%+1) | 
[Eee 


在 4%=# 时 的 特殊 情形 . 
现在 我 们 来 证 明 恒等式 (3) 的 成 立 。 


(2) 式 的 左 而 两 过 都 是 zx 前 中 次 多 项 式 ， 扩 且 右 边 的 多 
项 式 有 二 重 模 X= 一 民 1 三 7 三， 如 果 我 们 能 饮 证 明 : 
(i) 左右 两 边 x* 的 条 数 相 等 , 就 是 


训 (CD= 人 2 (3) 
- (i) 左边 也 有 #= -! (1 所! 所 及 业 它 的 重 根 ， 吐 来 风 题 
就 解决 了 . 
， 先王 明 Gi)。 根 据 二 项 式 定理 , 得 


Ga 过 cf 


因此 ，(1+202 (1 二 48 里 知 的 系数 等 于 


- 中 后 
2 ,i C=C. 
另 一 方面 , 从 
< . 十 光 ) 人 十 和 4 二 《I 十 和 ) 串 
的 展开 式 里 , 可 知 ** 的 采 数 是 
~ (C2)1 
C8 二 -向 而 一 
所 以 (3) 式 成 立 ， 


现在 表 玉 证 (i). (2) 式 里 左边 知 一 项 里 都 合 有 因 式 * 十 》 
所 应 它 有 根 *= 一 是 显然 的 ， 关 题 只 在 于 证 明 它 有 二 重 箭 
二 一 2 


因为 (2) 式 左边 各 项 都 有 因 式 #5， 所 以 


机 1 下 站 i. 一 
or 1 2 C4 二 2 了) (X28 一? 一 J).…(x—’7 十 1) 
: PE (28)1 


， 一 红 一 


ee, - 
ee 


， -之 TB LAC it PIG mi pM Li le 
= {2 E)! ” 


我 们 证 明 , 当 x*= 一 7 时, 这 个 式 子 的 值 是 0. 


由 ， , . 
[(9A 一 站 (38 一 7 一 -Is 1 (1). 1 + 
总 (Ca)? (2 A 


_ Dt QF- DL priv 
De (hj) C2 局 |! 人 


二 m1 人 全 (1 《2 一 DIGGCEDI 
(— DD "oR pt 1 C3 (有 一 万 | 而 


= Dm 二 训 (1 Ck-j-D 


RTDOtI—D G+tD). (4) 
这 里 - 
《2 下 一 了 一 站 PK 一 了 站 (7 一 了 二 了 
是 多 项 式 
FT 一 人 9 有一 一 站 Re 光 十 17 人 十 光 一 1 人 (x+ 1) 
当 *=7 时 的 值 ， 而 f(*) 是 * 的 
《天 一 人 十 他 一 17 一 大 一 1 
政 多 项 式 . 因此 根据 上 节 里 的 公式 (5)( 第 38 页 ), 可 知 (4) 式 
等 于 0. 
由 此 , 我 们 就 证 明了 (2) 式 树 是 一 个 恒等式 . 
施 惠 同 把 李 善 兰 恒等式 进一步 推广 为 : 
栅 二 EE0,， 上 是 整数 , 闻 末 


CCID= CCHHED. 


这 里 ,x 是 实数 , 箱 号 (4*) 表示 多项式 肌 -(x 十 肪 (% 十 有 一 苇 


这 个 恒等式 是 怎样 想 山 求 的 昵 ? 


二 二 不等式 方 面 的 例题 


数学 归 移 法 在 证 有 明 不 等 式 方面 ， 也 很 有 用 ,下面 我们 举 
儿 个 例子 、 
例 1 求 还 ww 个 非 负 数 的 几何 平均 数 不 大 于 它们 的 算术 
平均 数 ， . 
”个 非 负 数 42，……, 4w 的 几何 平均 数 是 
《eaa en) 


算术 于 均 狐 是 


”所 内 本题 就 是 要 求 还 明 ， 
(C&G) tt te (DD 


、 和 证 明 . 当 #=1 的 时 收 ， (21) 式 不 证 忠明 . 如果 qiy %， 
ee ,eu 午 有 一 个 等 了 于 6《〈 卫 式 世 不 证 自明 ， 
更 在 假 距 
[ha EA. 
和 如果 41=an， 那 末 所 有 的 五 (7 了 2 … +0) 都 相等, (1) 起 
煌 就 不 证 自明 ， 所 以 我 们 进一步 假设 41 一 4。， 并 且 假 般 
.一般 一 


成 空 , 旺 然 (2) 式 的 有 边 包 士 和 十 


和 一 了 
Bl 十 Ga 十 …… + nt 
名 一 了 一 二 一 一 一 一 一 十 tr 
| 十 到 十 i 十 如 - 《 ) 名 一 
Ei Ei 
网 Hl Ra | 
二 二 二 十 br- | #1 
天 一 上 入 


把 等 式 两 边 都 匀 邦 4( #1) 次 ,并 县 由 
(Ha na 起， (a O00 >0) 
可 知 


(全 和 Se te) 
类 


>( 三 [十 Fz 二 十 4-1 ) 
#1 
二 1 


一 1 


+ M+ ast tant 六 (” Te 


% 


=a( 律 1 十 纶 十 ……: + nt ) 
nn—1 


所 凡 


也 上 成立. 于 是 定理 得 证 . 


上 上面 的 证 明 中 还 黄 明 了， 当 省 获 都 相 稳 的 时 和 仿 ,《1) 臣 才 


会 出 现 等 号 . 
一 


) 


Tn 


下 面 是 另 一 个 证 潜 , 它 握 出 了 数 沧 归 和 业 潜 的 另 一 变 着 “ 反 
向 归 灿 革 ”， 
别 和 还 当 %=2 的 上 时候 , (1) 式 是 


CEE 


这 可 以 由 (ar 一 os 了 )*E0 直 楼 推出 . 

现在 我 们 求证 明 ， 当 %= 2#, jp 是 任意 自然 数 的 时 候 , 定 
理 都 是 成 立 的 ，( 用 数学 归 轴 法 ) 

假设 当 %=%# 的 时 候 , (1) 式 是 成 立 的 , 那 永 


1 -~ 
一 [CiGo DETACH TIL Gant1) a1 


1 
1 ry: ss 有 
私 哥 LCGagas 0 CoA) E+ (dsr Gonz1) 2*] 


二 了 | tet i +t an 
一 人 Bn 


所 入 当天 = 3i+1 的 时 候 ，(1) 式 也 是 成 立 的 ， 因 此 ， 当 多 = 3 
二 是 任何 自然 数 的 时 候 ,( 贡 式 都 是 成 立 的 . 
进一步 再 推 到 一 般 的 #. 我 们 在 假 股 当 #4+=% 的 时 候 , (1) 


- 式 成 立 的 前 担 下 求 焉 有明 , 当 %w=k 一 1 的 时 候 , 它 也 成 立 . 


于 二 和， 因为 当 #= 丰 的 时 候 , (1) 
式 是 成 立 的 ,所 以 


[2 a 十 Bh 全 十 二 十 '……… teat 
RE 


- 1 
22 (2 i Mp 
如 十 二 人 1 
i 二 + 上 二 


(< 二 EE 十 ai ) 二 
及 一 1 
由 此 得 
疗 [ 十 帮 s 十 i 十 站 


—1 
序 得 质 生 . 
至 时 定理 就 完全 得 到 了 证 明 ， 
例 3 《加 权 平 均 ) 规 加， 如 ; pw 是 个 正 数 ， 它们 
的 和 是 1， 那 末 , 当 ws0 (=1,9,…- 多) 的 时 候 ， 


EA an’SpA1 + pa t+ tpran. (3) 


例 工 显然 是 例 生 在 页 一 如 一 …… = 如 = 二 圭 的 特例 . 但 


例 3 也 措 示 赴 得 很 远 . 事实 .上 ,如 果 思 ,po,……, 是 下 有理 


数 ， 它 们 的 公 牙 母 是 4 那 末 可 以 如 做 如 = 世 -， 而 oa + 二 
+…… 二 mn=& 我 们 想 要 证 明 的 就 变 成 是 


(arege i 4) 二 ad ha + a + Wentin 


这 就 是 例 1 里 各 坟 , 个 等 于 和 ,wis 个 等 于 sa，……，yn 个 等 


于 mr 的 特例 而 已 . 也 就 是 ; (3) 臣 对 适合 于 志 十 如 十 …… 十 各“ 


=1 的 任意 # 个 正 有 理 数 反 ,加 ,…… :pn 莉 成 六 


一 如 一 


l=. 


a 


站 


徐 考 如 腔 学 过 极限 交 扒 念 ， 就 不 难 扒 出 53) 式 对 所 有 适合 
于 pi pt ps 二 1 的 正 实数 如 加， ;Pr 都 成 立 ， 


NT CN CX 十 Cr, 
这 里 6 是 从 ,个 ; …… ,tn 里 每 次 枉 意 重 ? 个 乘 起 求 的 总 和 ， 
它 一 定 合 有 Cs 项 . 而 Cs 就 是 从 个 元 来 里 每 次 联 * 个 的 租 
合 数 , 也 就 是 


Ci Dt 
站 Ts 站 也 


者 在 定义 P, 是 从 ab ea，……,ax 里 等 次 取 > 个 的 乘积 
的 平均 数 , 就 是 


不 难 光 浏 ， 站 就 是 Hi gy > fn 的 算术 平均 数 ， 而 P, 
就 是 ry rn 的 几何 胖 均 数 的 bd 次 方 ， 
比例 1 更 广泛 些 有 以 下 的 车 果 ; 


PEeP sep. BP (4) 
为 了 注 便 ,我 们 再 定义 %=1, P=1, 于 是 这 个 烙 暴 可 以 
外包 下 的 烙 果 推导 出 来 ; 
P_P uP,)’. (ErEn) 《5) 


”我们 先 用 归 入 法 证 朋 { 中 式 、 当 #=2 的 时 候 , 它 就 是 


各 ;十 2 
ea 友人 1 ? 


所 久 避 ) 式 一 定 成 立 ， . 
- 假 就 对 于 (1 一 1) 个 数 1 a » nls (6) 式 是 成 守 的 . 


而 用 cet、P; 牙 划 表示 由 这 (# 一 1 个 数 所 做 成 的 w、Fr， 忆 融 
co=Pi 一 1 cr = 了 ,一 0, 那 末 

Cm Ans (C1ErEN) 
和 和 


天 


P= tr P+ taP,. (Sran) 


(这 里 用 到 了 < 千 + = 人 于 = 却 ) 
因此 
WP, Pn— P=At+Bant+ Cas,. (ErEn— 1) 
这 里 
A=[T(#—7) 1 P,P — (Hn—r) Pt, 
B=(n-r+ Dt DP Pr 
tin-r— I(r— 1 Pr aPrr 
—2r(n— Pr Pr, 
C= 1)P._oPr 一 Pr。 
出 好 和 萌 潜 的 假定 与 Pa = Po = 一 1， 易 晃 
PPEPr’, (lr ~ 2) 
1 (QErEn—1) 
由 吐 扒 得 
P'_sPnEPr LP;. (QErEn 1) 
因此 , 当 1 三 ?和 污 # 一 1 的 时 收 ， 
AE{[H 1 nn) P= — Ps, 
Barr GFD tr D1) 
—2rC(n—r)]P; _P; =2P; Pr, 


二 48 一 


证 


| 


i 


， CE Dr P= — PP. 
. 所 以 
mPaPn— Pi)E—P +2 LP, ~ Pa 
| = ~ (CP; — P10. 
因 直 
3 Pb?, 
即 得 所 证 . 
悄 由 (5) 推 拓 (4) 来 , 出 (名 可 知 
” PP) (CPP)HP PD) (PPra) 
SPIPIPS...…..P2’, 
得 
Pa 
， 就 是 
Pe py, 
_ 这 就 是 (4) 式 . 
| 从 这 个 问题 就 可 以 推出 ; 
cr -lex Cr. C6) 
2 因为 由 
本 
得 出 
Cr_1Crt1 < RE te esse?. 
所 以 这 是 较 硕 的 精 莉 . 
由 (6) 扒 出 , 当 *+< 之 s 的 时 惧 , (要 不 要 用 归 煌 法 ?》 
Cr_1ds Cts ls 
记 此 也 证 月 了 , 站 果 右 程 


A 二 cn 一 用 


只 有 和 钠 根 , 球 末 它 的 系数 一 定 适 合 于 (人 与 (7)， 


十 三 ”几何 方面 的 例题 


数学 归 灿 法 还 可 以 用 来 证 明 上 何方 面 的 于 题 ， 下 面 我 们 
也 举 下 个 例子 ， 

例 1 平面 上 有 条 直 粮 其 中 汽 有 两 条 平行 , 也 省 有 三 
条 克 过 同一 点 .求证 : 它们 

(GD 时 有 取 一 二 202 一 1) 个 交点 ; 

(2) 互 租 耸 制 成 =? 条 糖 恨 ; 

(3) 把 平面 苏 制 成 5,=1+ 计 Cn 十 1) 块 . 

证 明 很 设 命题 在 “一 1 条 葡 米 时 是 正 稍 的 。 现 在 来 看 
话 上 一 条 二 者 后 的 情况 ， 

新 派 .上 去 的 1 条 直 糖 与 原来 的 4 一 I 纺 直 糖 各 有 1 个 袍 
点 ; 因 王 
有 = 下 1 十 外 一 I, 

这 新 添上 去 的 1 条 面 必 被 原来 的 * 一 1 条 让 不 分割 为 4 


县 ， 询 它 又 把 原来 的 4 一 1 条 直 粮 每 条 多 分 得 出 一 段 , 因此 


n= En 1 十 闻 十 状 一 工 
， = En_1+9%—1. 
这 新 添上 去 的 1 条 站 米 被 作 制 汉 #2 段 ， 每 段 把 一 块 平 件 
芬 走 酌 块 , 总 共 要 添 出 基 执 , 因 王 
9 一 上 -1 十 开 。 


I 


过 


了 


当 %= 工 的 时 使 ， 人 一 0， 瑟 :一 1，51 一 32。 
固 则 ， 
,一 《和 一 了 十 Le 
二 (#1)+ (nw—2)+ Vo 
二 (CR 一 了 十 (Rn 一 22) 二 十 工 
= 了 (ze 一 Di 


E,= CQ CO— 1) 二 En 
= (2x4—1)+ (38— 3)+ En_s 
= (2 1) T2383) + 二 1 
= #2， 
Ss 二 天 填 Sn 
一 名 十 【 开 一 1 二 93 


i 


三 若干 (如 一 1 十 -……… 十 2 十 只 
=n+l) 十 工 ， 
思考 题 : 如 果 平 面 上 有 # 条 站 看 ,其 中 4 条 过 同一 点 ， 才 
条 过 同一 点 ，…… 这 关 条 站 糖 修 平面 为 效 冰 份 ? 
例 2 空间 有 引 个 平面 ， 其 中 没有 两 个 平面 盏 行 ， 必 有 
三 个 平面 机 挛 于 同一 条 间 礁 ， 也 旋 有 了 四 个 平面 过 同 一 个 点 ， 
求 征 ; 它们 


GD 有 太一 644 一 DD(% 一 2) 个 交点 ; 


(2) 有 瓦 = 于 zz 一 1)2 眉 交 太 
(3) 有 Su 一 # 十 二 m2(z 一 1) 片面 ; 


(4) 把 空间 分 成 环 = 二 (wz 十 gz 十 6) 份 
征明 《1) 每 三 个 平面 有 1 个 交点 , 所 以 共有 
C3= BC Dn—2) 


个 交点 . 
《2) 每 两 个 平面 有 1 条 交 粮 , 所 以 共有 


CS = 一 苇 


条 交 糖 ， 而 每 条 交 粮 又 被 其 他 % 一 3 个 平面 堆 为 % 一 1 自 ， 因 
此 得 - 


Es= CE (~—l) = 1). 
(3) 在 每 个 平面 上 都 有 这 平面 与 其 他 # 一 1 个 平面 的 
一 工 荣 奖 态 ,而 这 平面 被 这 ”一 1 条 交 莘 割 戌 1+ 地 (x 一 1) 
块 ( 例 四， 因此 共有 
S.= 州 1 + 二 Ge 一 2] 二 诅 十 去 A2( 一 1) 
片面 . 
(4) 原来 % 一 工 个 平面 已 把 空间 务 成 为 F,' 块 . 再 添上 
1 个 平面, 这 平河 上 被 共 为 1 二 wCx 一 1) 部 修 ， 每 一 部 分 到 
把 一 空间 块 急 成 两 块 、 因 此 得 


一 后 3 -一 


Sp 
一 性 


em 


Foti1+ a1). 
应 用 归 稍 法 , 外 
=9 和 i= 二 [Gx 一 1)? 十 5(24 一 1 十 6 
即 可 推 得 . 
到 = 二 [~ 1)3+65Cn—1)+6]+1 十 本 aa 一 1) 


= 言 GU 二 5+ 6), 


例 3 3 过 同一 点 的 世 个 平面 ， 其 中 没有 3 个 效 于 同一 -条 
资 糖 ,它们 把 罕 间 分 汉 [n(n 一 1 二 2] 份 ， 

证 明 留 铬 六 者. 

与 此 等 价 和 的 问题 有 ; 

例 # 球面 上 以 球 心 汉中 心 的 则 称 汶 :大 图 ， 订 有 # 个 大 
图 , 其 中 任何 3 个 都 不 能 在 球面 上 有 同一 个 交点 , 这 些 大 图 把 
球面 分成 [n(n 一 1)+2] 份 ， 

思考 是 ， 佐 多 入 度 每 隔 30” 作 一 单位 来 划 牙 球面， 这 梯 
世上 出 的 区 墟 有 黎 少 点, 米面 ? 

例 5 平面 上 若 壮 条 炎 娟 连 在 一 起 粗 成 一 个 皂 何 图 形 ， 
其 由 有 顶点 ， 有 边 《 两 靖 都 是 项 点 的 糖 眉 ,并 且 奉 妇 中 间 再 强 
有 别 的 天 点 ), 有 面 (四 周 被 英 眉 所 图 秋 的 部 分 , 持 且 不 是 由 天 
个 或 者 两 个 以 上 的 面 合 起 来 的 )， 加 果 用 下 五 和 5 分 别克 示 
顶点 数 、 边 数 和 面 数 , 求证; 

VP—E+S=1., {1) 

证 明 ”我们 应用 数学 归 禾 法 . 

当 % 二 1 就 是 有 1 条 米 假 的 时 候 ， 有 3 个 点 , 1 条 条 ， 元 


BR 


加 。 


而 .也 就 是 


所 以 车 论 是 正确 的 . 

翁 届 对 和 击 不 多 于 上 条 张 朗 查 成 的 图 形 , 这 个 定理 成 立 , 现 
在 延明 对 外 (2 士 1 条 粮 段 粗 碟 的 图 形 , 这 个 定理 也 成 立 . 

添上 一 条 炮 可 以 有 好 几 各 添 举 ， 但 是 这 条 入 是 与 原 亲 的 
图 形 巡 在 一 起 的 ， 所 以 至 少 要 有 一 端 在 原 图 形 上 ， 横 据 这 一 
点 ,我 们 末 考 诺 以 下 各 种 可 能 情况 . 

《1 一端 在 图 形 外 , 咽 一 端 就 是 谨 玉 的 从 点 ， 这 梯 , 点 数 
加 上 1, 米 数 加 .上 1, 面 数 不 变 ， 这 就 是 要 在 原 求 的 公式 的 左 
边 加 上 工 -I+0=0，、 所 以 人 ) 式 上 成立 ， 

《2) 一 端 在 图 形 外 , 另 一端 在 某 一 条 起 女 上 . 这样 , 虚数 
加 上 3， 芒 数 也 加 -上 23 ( 除 挤 添上 的 一 条 粮 之 处 ， 原 来 的 某 一 
条 和 线 被 落 为 酚 姓 )， 面 数 不 变 ， 因 为 3 一 2 十 0 一 0， 所 以 (1) 式 
仍 成 立 ， 

(3) 两 端 恰好 是 原来 的 两 检点， 这 时 ， 这 条 多 眉 把 一 个 
” 面 一 共 为 两 , 郭 米 、 面 数 各 加 上 1, 而 点 数 不 变 . 因为 0 一 1+I 
志和 所 以 人) 起 仿 苞 立 . 一 

《4) 一 问 是 伟 点 , 田 一 端 在 一 条 边 上 . 这 时 , 点数 加 上 1， 
过 数 加 -上 3 (一 条 是 添 的 入 , 另 一 条 来 自 把 一 边 一 分 为 两 ), 面 
数 加 .上 4， 因 沟 1 一 2 十 1=0, 所 以 民 ) 式 仍 成 江 . 

6) 两 端 都 在 折 上 ， 这 时 ,点数 加 上 2 边 数 加 上 3, 面 数 
加 上 1, 二 汶 2 一 3 十 1=0, 所 以 民 ) 式 仍 成 袜 . 

棕 上 所 过 ,可知 公式 

VEtF=1 
对 于 所 有 的 % 痢 成 立 ， 


mete rp 


十 四 自然数 的 性 质 


作为 本 书 的 竺 束 , 这 里 求 殴 芯 自 然 数 的 性 质 . 
众所周知 , 自然 数 就 是 指 


1, 2, 3， rr 
. 这 些 数 所 租 成 的 整体 . 
对 于 自然 数 有 以 下 的 性 质 : 
(12 1 业 自 然 数 . 


《2 每 一 个 和 议定 的 自然 数 6， 都 有 一 个 猎 定 的 随从 中 9， 
4#' 也 是 自然 数 . 
《3》 工 非 随 从 , 即 1 寺 . . 
(4) 一 个 数 只 能 是 茶 一 个 数 的 随从 ,或 者 要 本 不 是 随从 ， 
序 由 
- a =, 
一 定 能 推 得 
. 2 一 五 . 
《5) 性 意 一 个 自然 数 的 集合 , 如 时 包含 1， 并且 假 股 包含 
多 也 一 定 包 含 4 的 随从 碧 末 这 个 集合 包含 所 有 的 自然 数 , 
这 玉 条 自然 数 的 性 质 是 由 Peano 扫 保 出 来 的 , 因此 通常 


- 拒 它 时 做 自然 数 的 她 雅 上 颈 《Peano) 公理 .特别 的 ， 其 中 的 性 
上 质 (56) 是 数学 归 稍 法 (也 称 完 双 归 精 法 ) 的 根据 . 


现在 我 们 来 证 阴 以 下 的 基本 性 质 《也 称 数 学 归 生 污 的 第 


QD 限 从 * 志 时 做 后 继 数 ,就 是 紧 悉 在 某 一 个 自然 数 局 面 的 数 ， 便 如 ,1 的 了 
版 基 3; 引 的 随从 是 3 等 千 ， 


一 批 自然 数 里 一 定 有 一 个 最 小 的 数 ， 也 就 是 这 个 数 小 于 
其 他 所 有 的 数 . 

证 明 在 这 集合 里 任意 本 一 个 数 如 大 于 % 的 不 必 时 答 
了 . 我 们 需要 时 脐 的 是 洞 些 不 大 于 的 自然 数 里 一 定 有 一 个 
景 小 的 数 . 

应 用 归 炳 法 ， 如 果 %w=1, 它 本 身 吝 是 自然 数 里 的 最 小 的 
数 . 如 果 这 集合 里 说 有 小 于 4 的 自然 获 存 在 , 那 末 # 就 是 最 小 
的 , 也 不 必 夺 获 了 ， 如 果 有 一 个 m4<%, 小 末 出 数学 归 和 法 的 
假 廊 , 知道 集合 里 不 大 于 兴 的 自然 数 里 一 定 有 一 个 最 小 的 数 
存在 ， 这 个 数 握 就 是 原 集 合 里 的 最 小 的 数 ， 部 得 所 征 ， 

友 过 来 ,也 可 以 用 这 个 性 质 来 准 出 “数学 归 稍 法 ”. 

假 琶 对 于 水 些 自然 数 命题 是 不 正确 的 , 那 末 , 一 定 有 一 个 
最 小 的 自然 数 n= 记 使 这 个 命题 不 正确 ， 也 就 是 , 当 n= 一 1 
的 时 候 , 命题 正确 , 而 当 %= 的 时 候 , 这 个 命题 不 正确 .这 与 
归 稍 法 的 假定 是 矛盾 的 ， 

. “最 小 数 原则 ”不 仅 在 理 验 研 狂 上 很 重要 , 在 具体 使 用 时 ; 
有 了 时 也 比 妇 向 法 原来 的 形式 为 方便 . 但 在 这 本 书 里 ， 不 浴 省 
加 议 深 葵 了 。 
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